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I1 calcolo differenziale

» Sia y=f(x) una funzione » Il rapporto incrementale e:
definita in un intervallo [a,b]
e indichiamo con x, un
punto interno a questo
intervallo. Se da x, si passa

ad un altro punto x,+h, » Rapporto incrementale
dell’intervallo [a,b], si dice » destro se h>0
che si e dato alla variabile un » sinistro se h<0

incremento h (positivo o
negativo).

» Definiamo incremento della Si chiama derivata della funzione y=f(x)
funzione la differenza tra nel punto X, il limite, se esiste ed e
f(X0+h)-f(Xo), cioe la finito, del rapporto incrementale al
differenza tra il valore che la
funzione assume in x; e in
Xot+h.

tendere comunque a zero
dell’incremento h della variabile
indipendente.




Derivata sinistra e derivata destra

» Derivata sinistra

| - f(Xo+h)_f(Xo)
f_(xo):r!l_[y_ h

(%)= y (%)= [DF (x)],_, = (ﬂj

dx /. _
f (%)= lim f(XO+hh)‘ f (%) » Derivata destra
incremento f | (%)= lim f (% +h)=f(x)
Af = Ay = f(X, +Ax)— F(x,)= fF(x)= f(x,) + h—0"
|
\/

£(x,)= Alimoi—i = lim f(xx_)':(xo)
- X—>Xg — 0




Esempi

» Calcolare la derivata della
funzione y=x3 nel punto

2 Si calcoli la deri i i
f (2 n h)— f (2): I CalCOll la Xe:\;ata nel punti
=(2+h)3—8= x =-2/5
=8+12h+6h*+h* -8 = a7
—12h+6h2 + h? f’(-2/5)=12/25
f(2+h)-f(2) _ i

h _f(2+h)-(2)

=12+6h+h* —— ngg n =12



Esercizio

» Si calcoli nel puntox =1 la » Per h che tende a zero, la
derivata prima della seguente frazione assume la forma
funzione indeterminata 0/0

» Moltiplichiamo numeratore e
y = V3x% +1 denominatore per il
numeratore della frazione

f(l+h)-f(@)

h
_ 4+46h+3h°-4 al
h[Va+eh+3n?+2)
_ 6+3h /_
S +1—3% (17 +1 V4+6h+3h? +2° :

= N = i fl+h)-f(1) _
h—0 h

:\/4+6h+3h2 -2 lim 6+ 3h _3

h 0 JAi6h+3h% 42 2



Definiamo funzione derivata la funzione avente come
dominio I'insieme dei punti in cui esiste la derivata di f,

ed e tale che il valore da essa assunto in x; e f’(x,)

Esercizio

» Calcolare, nei punti x=0,x=3 e » Calcoliamo, quindi

x=8, la derlvat.a prima della f(x+h)= f(x)
seguente funzione Llrrcl)
} ) .’ . i )
f(X): /X +1 e, poi, sostituire alla x, nel

risultato ottenuto, prima lo 0,
poi il 3 e, infine, il numero 8.

-

» Determiniamo la funzione
derivata

x> f'(x)

» Successivamente, i valori che
essa assume in corrispondenza
dei valori dati




Svolgimento

xr f(x+h)=f(x) _ (x+hWx+h+1-xJ/x+1
h h
(x+hWx+h+1+xJx+1]
3%X° +2X+3hx+h?* +h
(X+hWx+h+1+x/x+1
quindi
Risultati . f(x+h)-f(x) 3x+2 f(x

£7(0)=1 h—0 h 2\/XT

f'(3)=11/4 U
£(8)=13/3




Continuita e derivabilita

» Teorema:se una funzione e
derivabile in un punto, allora
e anche necessariamente
continua in quel punto.

tox =2, il rapportoincrementale destro (h > 2)

+h)—f(2)_|2+h—2|—|0|_M_D_1
h - h " h h

(%, +h)= F(x; )+

essendo, peripotesi, finito il limite con|h|=-h

o f o +h)—(x) £(x,) f(2+h)-f(2)_[2+h=2-[o] [ _-h__,
h h h h h
La derivata destra, nel puntox = 2, vale
lim f (x,+h)= £ (x,)+lim f(XO“th)_ f(xo)mh imi=1
. La derivata sinistra, nel puntox = 2, vale
- f(X0)+ f (XO)O: f(xo) r1|ir(r)]_(_:|_):_:|_

f (x)& continua nel puntox,
Nel puntox = 0, la f(x )& continua ma non derivabile

nel puntox = 2, il rapportoincrementale sinistro (h < 2)



Derivate “particolari”

» Per semplicita, poniamo
X,=X e xth=variazione.

» La derivata di una
costante vale sempre
Zero.

y =k, k=costante
Dk=0

yEHmE:E:HmO:O
h—-0 h h—0




Altre regole di derivazione (1)

)
(9 e g » Tenendo presente che
Funzioni definite in un dominio
comune e derivabili in quei punti
del dominio ai quali ci si riferisce.
v,
/
» Teorema:la derivata Passando al limite per Ax — 0
della somma di due o piu L e Ay AU AV
.. , e y=Ilim —=Ilm—+Ilim —=u'+v
funzioni derivabili, esiste M0 AX A0 AX A0 AX
ed e uguz.lle alla .somma Da questo discende anche che, se k ed
delle derivate di queste h sono costanti reali,ed f e g sono
funzioni. funzioni derivabili, allora:
D[kf (x)+hg(x)]=kf'(x)+hg'(x)
(derivabili entrambe nel puntox) ossia la funzione derivata di una
Y+ Ay = (u + Au)+ (V+ AV) combinazione lineare di funzioni

derivabili e uguale alla combinazione
lineare di funzioni derivate.

(A = Incremento)




Altre regole di derivazione (2)

» La derivata del prodotto di » La derivata della potenza
due funzioni derivabili esiste n™ di una funzione f(x) &
ed e uguale al prodotto della uguale al prodotto di
derivata del primo fattore n[f(x)]™' per la derivata

per il secondo, piu il
prodotto del primo fattore
per la derivata del secondo. Sey= X"

della funzione.

Postoy=u-v y'= nx"!
y'=u'v+uv



Altre regole di derivazione (3)

» La derivata del quoziente di

due funzioni derivabili esiste ed
e uguale a una frazione avente
al denominatore il quadrato del
denominatore e al numeratore
la differenza tra il prodotto del
denominatore per la derivata
del numeratore e il prodotto
del numeratore per la derivata
del denominatore.

P f(x)=flg(x)

Sia g(x)una funzione reale
definita in un intervallo |

e derivabile nel puntox, €1,
e sia f(u)una funzione reale
definita in un intervallo I’
tale che g(I) < I', e derivabile
nel puntou, = g(x, )

Allora, la funzione composta
f(x)=fla(x)]

e derivabile in x,,esiha

f'(xo): 1“(uo)' g'(xo)



Altre regole di derivazione (4)

Sia y = f(x)una funzione reale della var reale x
continua e invertibile in un intervallo |, e sia » Si chiama derivata

x = g(x)la sua inversa. logaritmica di una
Se f(x)é derivabile nel puntox, €| funzione y=f(x) la derivata

con derivata f'(x, ) = 0, allora anche : \
N del logaritmo in base e
g(y)e derivabile nel puntoy, = f(x,) . .
(In) di questa funzione.
f'(x
DIn f(x)= (x)

f(x)

f

(v e L
g'(Y,)= )




